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Some Methods of Numerical Resolution of Equations of the 16th Century
and their Applications in the High School Classroom

Summary: In this note, we give a brief account on numerical methods developed at 16th century,
focussing our attention on three works. The first one is ‘’arismethique nouvellement composege’,
by Estienne de la Roche, published in 1520. De la Roche took his method from the ‘Triparty’ of his
master Nicolas Chuquet (who wrote it in the form of a manuscript lost until 1881). Secondly, we
describe the «Regula Aurea» exposed by Girolamo Cardano in his celebrated ‘Ars Magna’, pub-
lished in 1545. And finally, we analyse a method given by Simon Stevin in 1594, resembling the
bisection process, in a pamphlet entitled ‘Appendice Algébraique de Simon Stevin, de Bruges,
contenant regle générale de toutes équations’. Taking into account the mentioned methods, and
their history, we propose some activities to be developed in the High School mathematics class-
room, so as to design the respective algorithms associated to the methods or to stress the impor-
tance of the so-called process of algebrization of the mathematics.
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Introduccion

En el curriculum de las matematicas de secundaria y bachillerato encontramos la
resolucion de ecuaciones en esas etapas educativas (CARM, 2015). En particular,
la resolucion de ecuaciones polinomicas hace referencia, salvo casos especiales, a
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las ecuaciones hasta el grado dos, que se resuelven por radicales, a las ecuaciones bicuadradas, que
se reducen a cuadraticas mediante un cambio de variable, y a las de grado superior a dos, que se re-
suelven descomponiéndolas en factores de grado maximo dos. Las ecuaciones polinomicas se tienen
que presentar a los alumnos «preparadas» para que se ajusten bien a los tipos mencionados antes.
Esto produce en el alumno una vision de una matematica descontextualizada de la realidad.

La inclusion de métodos numéricos nos permitird introducir ecuaciones polinémicas que no se
pueden resolver mediante los métodos clasicos ensefiados en secundaria y bachillerato y nos ayudara
amostrar a los alumnos una vision mas realista de las matematicas. Ademas, podremos abordar otros
conceptos como el de aproximacion de nameros reales o calculo del error cometido en dicha apro-
ximacion, asi como introducir las nuevas tecnologias en el aula mediante la programacion de dife-
rentes métodos numeéricos.

Para llevar a cabo esta tarea, sera fundamental realizar una eleccion adecuada de los métodos
numéricos, mostrandolos contextualizados en su época. La historia de las matematicas nos servira
como herramienta pedagogica que nos proporcionara un enriquecimiento en el proceso de ensenan-
za y aprendizaje (Fauvel & Maanen, 2000; Katz & Tzanakis, 2011), transmitiendo las matematicas
a los alumnos como una ciencia construida mediante un trabajo colectivo y en continua evolucién
(Massa, 2014). Ademas, el uso de fuentes originales nos servira para contextualizar los métodos y
para elaborar tareas divertidas, gratificantes y enriquecedoras, tanto para los profesores como para
los alumnos (Katz & Tzanakis, 2011: cap. 1).

En el siglo xvi se produce en Europa un crecimiento considerable de textos impresos de algebra
que difunden el método algebraico para resolver problemas, acentuando la importancia de la resolu-
cién de una ecuacion como ultimo paso de dicho método. Se conocian los métodos de resolucion
por radicales de las ecuaciones hasta el grado cuatro, publicados por primera vez en 1545 por Car-
dano en su Ars Magna. Aparte de que no se conocia un método general para resolver ecuaciones de
grado mayor que cuatro, la resolucion por radicales se topaba con dos problemas: (1) en algunos
casos de resolucion de ecuaciones cubicas, las llamadas cubicas irreducibles, el proceso de resolu-
cion por radicales tropezaba con la extraccion de raices cuadradas de numeros negativos; (2) la
complejidad de los métodos de extraccion de raices cuadradas y ctbicas hacia el proceso muy lento
y pesado. Esto provoco, sobre todo a partir de la obra de Cardano, que gran parte de los textos de
algebra incluyeran un apartado dedicado a métodos de resolucion numérica de ecuaciones. Métodos
recogidos en las obras de Chuquet (1484), Pacioli (1494), Cardano (1545), Stevin (1585), Viete
(1600), Pitiscus (1612) o Burgi (1620) entre otros (Norgaard, 1922).

Entre estas obras, nos parecen relevantes para usar en el aula los métodos de Chuquet, Cardano
y Stevin por diferentes razones: (1) las obras originales son facilmente accesibles, (2) los métodos
usados son sencillos, (3) son métodos programables mediante ordenador y (4) recorren el siglo xvi,
lo que nos va a permitir incidir en la notacion usada para expresar las ecuaciones y mostrar la evolu-
cion del lenguaje simbolico durante este siglo. Analizaremos estos tres métodos con el objetivo de
acentuar las posibilidades de usarlos en el aula para introducir diferentes algoritmos de resolucion

numeérica de ecuaciones y resaltar la importancia del lenguaje simbolico en las matematicas.

El método de Chuquet
Chuquet naci6 en Paris alrededor de 1450, estudié medicina y se traslado a Lyon sobre 1480, donde
trabajo como copista preparando documentos comerciales relacionados con las leyes. El talento de
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Chuquet quedo plasmado en su trabajo con los nuevos numerales indo-ardbigos y las herramientas
de calculo que proporcionaban (Flegg et al., 1985).

Es conocido, sobre todo, por su libro Triparty en la Science des Nombres (Chuquet, 1484). Este
trabajo no llegé a publicarse, y el manuscrito se perdié anos mas tarde. En 1881, Aristide Marre
encuentra el manuscrito en la Biblioteca Nacional de Paris y realiza una edicion en francés (Marre,
1880). Gran parte de los procedimientos algebraicos descritos por Chuquet en su Triparty se dieron
a conocer en Europa a través de la obra Larismethique nouvellement composee publicada en 1520, y
posteriormente en 1538, por Estienne de La Roche (1470-1530). En particular, el método de reso-
lucion numérica de ecuaciones que Chuquet describe en el Triparty sera reproducido por La Roche
en Larismethique, y por lo tanto se dard a conocer durante el siglo xvi. El método se basa en una
regla, que Chuquet llama regla de los niimeros intermedios, «La rigle des nombres moyens», para in-
tercalar una fraccion entre otras dos dadas. Chuquet enuncia la regla de la siguiente forma «Nume-
rateur avec numerateur se adioustent et denoiater avec denoiateur. Cest a entendre que quant entre
deux nombres entiers prochains lon veult trouver le premier moyen» (Marre, 1880: 101). En nota-
cion moderna, la regla dice que si tenemos dos fracciones a/b < c/d, entonces (a+c)/(b+d) esta com-
prendida entre ellas. Chuquet aplica entonces la regla de los ntimeros intermedios para obtener la
solucion de
13,

x*+x=39 =
81

Damos un esquema del proceso de Chuquet para resolver la ecuacion (fig. 1).

1. Se obtienen, por comprobacion directa, dos valores, uno menor que la solucion real y otro
mayor. En este caso, 5y 6.

2. Como la solucion estd entre 5y 6, la regla de los ntumeros intermedios da 11/2 como prime-
ra aproximacion.

3. El valor del paso anterior divide [5,6] en dos subintervalos, uno de los cuales contiene la
solucion. Sustituyendo en la ecuacion el valor del paso 2, se averigua qué subintervalo con-
tiene la solucion. Volviendo de nuevo al paso 2, se consigue otra aproximacion. Repitiendo
el proceso, se llega a la solucion exacta, 52/9.

El método de Cardano
Los trabajos de Cardano (1501-1576) tuvieron una gran influencia en las matematicas de su época.
Su obra mas importante es Artis magnae, sive de regulis algebraicis (1545), conocida como Ars magna.
En ella, Cardano realiza una compilacion de las técnicas conocidas para la resolucion de ecuaciones
polinémicas hasta el grado cuatro, estudia con detalle las ecuaciones y proporciona, por primera vez
de manera impresa, las formulas por radicales para las ecuaciones de grados tres y cuatro.

En el capitulo XXX del Ars Magna da una regla general para resolver ecuaciones de forma nu-
mérica, que llamoé Regula Aurea y que aplico a las ecuaciones x* + 3x* = 100, x* + 20 = 10x, x* + 6x =
20y x* + 6x* + 200 = 10 x° + 12x. Cardano ve esta regla como un método general, y asi dice «ratio

1. Chuqguet enuncia la ecuacion de la siguiente forma «trouver vng nombre tel que multiplie en soy et a la multiplicacion adiouste

cellui nombre tout monte 39 ;—?» (Marre 1880: 102).
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Ficura. 1. La ecuacion x? + x = 39 % en Le Triparty (1484) de Chuquet

haec universalis est, nec indiget alia regula» (Este procedimiento es de aplicacion universal, y no
necesita de otra regla) (Cardano, 1545: fol. 53 bis).

Veamos como resolvio x* + 3x> = 100. Explicamos el método en notacion actual y de forma resu-
mida, la forma original se puede ver completa en la figura 2. Si P(x) = x* + 3x?, la ecuacion se expre-
sa como P(x) = 100. Al aplicar la regla, es necesario conocer previamente dos aproximaciones de la
solucion, una por exceso y otra por defecto. Estas dos aproximaciones las obtiene por sustitucion
directa, en este caso son 2 y 3. Cardano considera como primera aproximacion la obtenida por de-
fecto, es decir, x, = 2. Ahora, si llamamos x, € [2,3] a la solucion de la ecuacion, y teniendo en cuen-
ta que P(2) =40, P(3) = 162, igualando proporciones obtiene la siguiente aproximacion:

x—2 100-40

10040
3-2 162-40

162 -40

100 —40
=

=xm2=0-2) Te2_40 "

=x=2+3-2)-
La aproximacion x, divide el intervalo de inicio [2,3] en [2, x,] y [x,, 3]. Utiliza entonces el se-
gundo subintervalo para obtener de la misma forma la siguiente aproximacion.

En general, podemos obtener la aproximacion como sigue:

2. Cardano escribe la ecuacion de la forma «gdqdratum & 3 cubi, aequalia 100» (Cardano, 1545: fol. 53).
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Ficura. 2. La ecuacion x* + 3x? en el Ars Magna de Cardano

Sea un P(x) polinomio con coeficientes positivos y K un ntimero racional positivo. Si x, > 0 es
solucién de P(x) = K'y conocemos dos valores positivos p, g con p < x < ¢, la aproximacion de Car-
dano x_se obtiene mediante

K-P(p)

Xﬁl“f@‘l”’m

El método de Stevin

Stevin naci6 en Brujas (Bélgica) en 1548. Una de sus mayores aportaciones reside en el trabajo sobre
las fracciones decimales que publico en 1585 en un libro de apenas 8 folios, con el titulo de De Thi-
ende, en la version flamenca, y La disme, en la version francesa. Esta obra consta de dos partes. En la
primera, establece los principios de su notacion. Asi, para escribir 2,71 Stevin coloca en un circulo
los distintos ordenes de unidades, que sitia encima o a la derecha de la cifra. Escribe 207 @ 1 @,
y lee 2 comienzos, 7 primeras, 1 segunda. En la segunda parte, explica como se realizan las cuatro
operaciones aritméticas con los nimeros decimales escritos de ese modo, subrayando las ventajas

que supone la nueva notacion.
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Ficura. 3. La ecuacion x® = 300x + 33 915 024 en las obras de Simon Stevin editadas por Girard en 1634

Su método de resolucion numérica de ecuaciones aparecio en un panfleto publicado en 1594
bajo el titulo Appendice Algébraique de Simon Stevin, de Bruges, contenant regle générale de toutes équati-
ons. El unico ejemplar original conocido se perdié en 1914, en un incendio de la biblioteca de la
Universidad de Lovaina (Bélgica). Antes de su desaparicion fue descrito por Gilbert (1859). Afortu-
nadamente, aparece impresa en diferentes partes de la obra de Stevin, como en LArithmétique editada
por Albert Girard en 1625 (Stevin, 1625: 351-355) y en las Oeuvres de Simon Stevin, editadas tam-
bién por Girard en 1634 (Stevin, 1634: 88).

Veamos como resuelve x* = 300x + 33 915 024.> Stevin escribe la ecuacion mediante términos
proporcionales y trabaja con estas proporciones (Devreese & Vanden Berghe, 2008: 193-198). En lo
que sigue, adaptamos el método a notacion y procedimientos actuales con el fin de mostrar su po-
tencial en el aula. El método se puede ver en su forma original en la figura 3. Si P(x) = x> — 300x, la
ecuacion se transforma en P(x) = 33 915 024. El proceso consiste en obtener, una a una, las cifras de
la solucion mediante los siguientes pasos.

1. Encontramos el numero de cifras de la solucion, calculando P(10%), n =0, 1, 2... P(100) < 33
915 024 < P(1000) => la solucion tiene tres cifras.
Ahora obtenemos, una a una, las cifras de la solucion.

3. Stevin escribe la ecuacion de la forma «Le donné. Soyent donnez trois termes selon le problema tels: Le premier 1®, le second
300 @ + 33915024, le troisiesme 1 . Le requis. Il nous faut trouver leur quatriesme terme proportional» (Stevin, 1625: 351)



ALGUNOS METODOS DE RESOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES DEL SIGLO XVI 47

2. P(300) < 33 915 024 < P(400) = La primera cifra es 3.
3. P(320) < 33 915 024 < P(330) = La segunda cifra es 2.
4. P(324) <33 915 024 = La tercera cifra es 4 y la solucion es exacta e igual a 324.

Incluso cuando la solucién es un numero decimal, el proceso permite aproximarnos a ella tanto
como deseemos. Asi, Stevin propone en otro ejemplo la ecuacion x* = 300x + 33 900 000, en la que
la solucion es un ntimero decimal comprendido entre 323 y 324.

Actividades para el aula

1. Actividades de contextualizacion, en las que se pide elaborar biografias de los matematicos,
hechos relevantes de la época...

2. Actividades sobre la notacion, en las que se muestra la forma en que los tres matematicos escri-
ben las ecuaciones y se pide transcribir otras ecuaciones de la notacion actual a la usada por
cada matematico.

3. Actividades de resolucion de ecuaciones, en las que después de mostrar el método de resolucion
de cada matematico, se pide obtener la soluciéon de otras ecuaciones, no «preparadas» y no
necesariamente polinémicas, mediante cada método.

4. Actividades de comparacion de métodos, en las que se pide comparar la velocidad de convergen-
cia de los tres métodos y analizar los errores cometidos en las aproximaciones.

5. Actividades de programacion, en las que se pide programar los tres métodos. Se usara un len-
guaje de programacion de acceso libre (Python, Maxima...).

Conclusiones

La inclusion de métodos numéricos en la ensefianza media es importante para complementar los
meétodos algebraicos de resolucion de ecuaciones. La historia de las matematicas nos ofrece recursos
para introducir el tema de forma atractiva, mostrandonos una perspectiva de la génesis y evolucion
de dichos métodos, enriqueciendo de este modo la cultura matematica y general de alumno y profe-
sor. Ademas, nos proporciona la posibilidad de hacer ver a los alumnos la evolucion de la notacion
algebraica en esta época, hecho absolutamente decisivo en la rapida y potente evolucion de las ma-
tematicas en el siglo xvii. Y nos ensefia que son compatibles con el fomento de las nuevas tecnologias
en el aula mediante la programacion de los diferentes métodos.
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